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《群的上同调》

前言

　　This book is based on a course given at Cornell University and intendedprimarily for second-year graduate
students. The purpose of the course wasto introduce students who knew a little algebra and topology to a subject
inwhich there is a very rich interplay 'between the two. Thus I take neither apurely algebraic nor a purely
topological approach, but rather I use bothalgebraic and topological techniques as they seem appropriate The first
six chapters contain what I consider to be the basics of the subjectThe remaining four chapters are somewhat more
specialized and reflect myown research interests. For the most part, the only pre'requisites for readingthe book are
the elements of algebra （groups, rings, and modules, includingtensor products over non-commutative rings）
and the elements of algebraictopology （fundamental group, covering spaces, simplicial and CW-complexes, and
homology）. There are, however, a few theorems, especially inthe later chapters, whose proofs use slightly more
topology （such as theHurewicz theorem or Poincare duality）. The reader who does not have therequired
background in topology can simply take these theorems on faith There are a number of exercises, some of which
contain results which arereferred to in the text. A few of the exercises are marked with an asterisk towarn the reader
that they are more diflicult than the others or that they requiremore background I am very grateful to R. Bieri, J-P.
Serre, U. Stammbach, R. Strebel, andC. T. C. Wall for helpful comments on a preliminary version of this book
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内容概要

《群的上同调》讲述了：This book is based on a course given at Cornell University and intendedprimarily for
second-year graduate students. The purpose of the course wasto introduce students who knew a little algebra and
topology to a subject inwhich there is a very rich interplay 'between the two. Thus I take neither apurely algebraic
nor a purely topological approach, but rather I use bothalgebraic and topological techniques as they seem
appropriate   The first six chapters contain what I consider to be the basics of the subjectThe remaining four
chapters are somewhat more specialized and reflect myown research interests. For the most part, the only
pre'requisites for readingthe book are the elements of algebra （groups, rings, and modules, includingtensor
products over non-commutative rings） and the elements of algebraictopology （fundamental group, covering
spaces, simplicial and CW-complexes, and homology）. There are, however, a few theorems, especially inthe later
chapters, whose proofs use slightly more topology （such as theHurewicz theorem or Poincare duality）.
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精彩短评

1、觉得有用就买了
2、经典, 爬了一小部分. 
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《群的上同调》

精彩书评

1、对于有限群而言，除了通常意义上的同调与上同调之外，还有一类专门的Tate Cohomology，其指
标可以在所有整数上有定义，可以视为同调与上同调合体后的产物。对于具有相当数学素养的人而言
，这无疑是一件非常美妙的事情，下面我就来具体阐述一下。我们知道群的同调可以是通过投射分解
计算，上同调则可以通过内射分解计算，这里我们要把投射分解与内射分解结合起来，构造出一个两
边都开放的完全分解，其上同调群就Tate Cohomology.一般状况下，投射模与内射模并没有明显的联系
，这里我们需要减弱条件，进入到相对同调代数的领域，引入所谓相对内射模的概念。实际上，相对
内射模就是说对G与其有限指标子群H，当单射i：M→N视为H-模可裂时，作为G-模的诱导映射i^*是
满射。利用上诱导与限制的平衡性，可以证明对任何H-模N，上诱导G-模Coind（N）是相对内射的，
进而任何G-模M均可嵌入典型相对内射模Coind（Res(M）），并且当M是（有限生成）投射模时，被
嵌入的也是（有限生成）投射模。这样的嵌入关系就导致了链式反应，得到一个投射模的后项分解，
进而得到了由投射模组成的完全分解。对于完全分解而言，借助于对偶的概念，还有更加简明的刻画
。对交换环R，记F=Hom（F，R）为F的对偶，它可以把普通投射分解变成后项的投射分解。可以先
取两个投射分解P.与Q.，Q.的对偶Q.就与P.组成了完全分解，它结构形如⋯→P0→Z，Z→Q0→⋯，复
合一下可得⋯→P0→Q0→⋯，再把所有Qi记为P-i-1，便得到了由{Pi：i∈Z}构成的完全分解。 这样构
造的Tate Cohomology借助了原先的分解，与普通上同调的差别仅在于“接缝”的地方。具体来说就是
：当i＞0时，Tate H^i=H^i;当i＜-1时，Tate H^i=H^(-i-1).而Tate H^(-1)=ker N,Tate H^0=coker N,这里N
称为范映射，实际上就是G内所有元素之和（G有限！）。下面我们看一下循环群的例子，对于循环
群Zp，普通上同调的情况是：H^i（Zp）=Zp，若p是正偶数；H^i（Zp)=Z，若p=0；H^i（Zp）=0，
若p是奇数或负的。而相应的Tate Cohomology则是：Tate H^i(Zp)=Zp,若p是偶数Tate H^i(Zp)=0,若p是
奇数显然，Tate Cohomology的结论消除了零阶这个“奇点”，无疑要比普通上同调完善很多，事实上
我们有结论群G的Tate Cohomology是周期为2的 iff G是循环群。除了周期为2的情况之外，一般情况又
如何呢？实际上，像同调长正合列、函子可消性、杯积对偶等等的性质，Tate Cohomology都与普通上
同调类似，但这个周期上同调却是Tate Cohomology特有的有趣性质。对于周期上同调，一个简明的等
价条件是：G有周期上同调 iff 对某d≠0，Tate H^d(G,Z)≌Z/|G|Z(≌Tate H^0(G,Z))实际上就是说可以
把它“平移”到原点处理，具体可以解释为存在元素u∈Tate H^d(G,Z)可逆，其同构可以由-∪u诱导
。由此我们得到一个简单的推论：若G有周期上同调，则G的任何子群H也是如此。接下来研究带有周
期上同调的群有何性质，这可以通过p-群进行处理：有限群G有周期上同调 iff G的任何Sylow子群有周
期上同调。我们先研究p-群G的周期上同调，假若G包含形如Zp×Zp的子群，那么由Kunneth公式可
得Tate H^n（Zp×Zp，Zp）作为Zp-向量空间是n+1维的，因此它就是不是周期的。这样我们得到，
若p-群G有周期上同调，则p的任何Abel子群都是循环的，进而得到G有唯一的p阶子群，再引用一下群
论中的定理，最终得到G是循环群或广义四元数群（此时p=2）。幸运的是，这两种群确实有周期上同
调，这就完成了整个循环的推理。把p-群的结论应用到一般情况，可以得到结论：G有周期上同调 iff
G的任何Sylow子群是循环群或广义四元数群。此外，我们还可以轻装上阵，只做局部化处理。考虑对
某个固定素数p的周期上同调，便可得到结论：G有p-周期上同调 iff G的p-Sylow子群是循环群或广义四
元数群。最后简单提一下Tate Cohomology的推广，实际上它可以推广到满足一定有限条件的（无限）
群上。具体来说，就推广到vcd（G）有限的群上，即存在某个有限指标的子群H，满足其上同调维
数cd（H）有限。对于这样的群，我们也可以构造某种完全分解，所得到的上同调称为Farrell
Cohomology，对此本文就不再详细阐述了。原文地址
：http://blog.sina.com.cn/s/blog_486c2cbf0102e0rt.html
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